
9) a, ρb, ρc

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада
jе BC = a, полупречник споља уписаног круга наспрам темена B jе
подударан дужи ρb и полупречник споља уписаног круга наспрам темена
C jе подударан дужи ρc.

A

B C

Sb

Sc

Rb

Rc

Нека су Sb, Sc, Rb, Rc тачке из Великог задатка и нека су kb, kc редом
споља уписани кругови троугла △ABC наспрам темена B,C. Тада jе на
основу Великог задатка RbRc = a. За тачке Sb, Sc важи SbRb = ρb, SbRb ⊥
RbRc, ScRc = ρc, ScRc ⊥ RbRc и Sb, Sc ÷ RbRc, па jе RbRc заjедничка
унутрашња тангента кругова kb, kc.

Права BC додируjе кругове kb, kc, па jе она њихова заjедничка тан-
гента. Како су Sb, Sc−.. BC, у питању jе њихова заjедничка спољашња
тангента. Према томе, тачка B jе у пресеку заjедничке спољашње тан-
генте кругова kb, kc и праве RbRc, при чему важи распоред B(B,Rc, Rb).
Такође, права AC jе заjедничка унутрашња тангентa кругова kb, kc, коjа
ниjе RbRc. Према томе, тачка C се налази у пресеку те тангенте и заjед-
ничке спољашње тангенте кругова kb, kc коjа садржи тачку B, а тачка A
се налази у пресеку те тангенте и праве RbRc.
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Конструкциjа:

A

B C

Sb

Sc

Rb

Rc

Конструишимо дуж RbRc = a. Конструишимо нормалу на RbRc у
тачки Rc и означимо на њоj са Sc тачку такву да jе ScRc = ρc. Конструи-
шимо нормалу на RbRc у тачки Rb и означимо на њоj са Sb тачку такву да
jе SbRb = ρb и Sc, Sb ÷ RbRc. Конструишимо кругове kb(Sb, ρb), kc(Sc, ρc).
Конструишимо заjедничку спољашњу тангенту t кругова kb, kc коja се-
че праву RbRc у тачки B таквоj да важи B(B,Rc, Rb). Конструишимо
заjедничку унутрашњу тангенту t1 кругова kb, kc коjа ниjе права RbRc.
Означимо са A пресечну тачку правих RbRc, t1 и са C пресечну тачку
правих t, t1.

Доказ: Треба доказати да jе BC = a, да jе полупречник споља уписаног
круга наспрам темена B подударан дужи ρb и да jе полупречник споља
уписаног круга наспрам темена C подударан дужи ρc.

ПК jе RbRc ⊥ SbRb, RbRc ⊥ ScRc, SbRb = ρb и ScRc = ρc. ПК су Sb, Sc
центри кругова kb, kc и SbRb, ScRc њихови полупречници, па jе RbRc за-
jедничка тангента кругова kb, kc, а због Sb, Sc ÷ RbRc jе у питању заjед-
ничка унутрашња тангента. ПК се тачке A,B налазе на правоj RbRc, па
су праве AB и RbRc исте. Такође, ПК се тачке B,C налазе на правоj t,
коjа jе заjедничка спољашња тангента кругова kb, kc. ПК jе права AC

заjедничка унутрашња тангента кругова kb, kc различита од RbRc.
Дакле, праве AB,BC,AC jесу заjедничке тангете кругова kb, kc, па

следи да су то уписани или споља уписани кругови троугла △ABC. По-
што jе BC заjедничка спољашња тангента, следи да ниjедан он њих ниjе
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споља уписани круг наспрам темена A (ово важи зато што се од помену-
тих кругова с jедне стране праве BC налазе три круга, а с друге стране
jедан и то баш споља уписани напрам темена A). Такође, да jе jедан од
kb, kc уписани круг троугла △ABC, онда би jедна од правих AB,AC би-
ла заjедничка спољашња тангента. Како то ниjе случаj, следи да су kb, kc
споља уписани кругови наспрам темена B,C. Остаjе jош да се докаже
да jе kb наспрам темена B, а kc наспрам темена C.

A

B C

Sb

Sc

Rb

Rc

Пошто ПК важи B(B,Rc, Rb), тачка Rc мора бити додирна тачка спо-
ља уписаног круга наспрам темена C и странице AB, а тачка Rb додирна
тачка споља уписаног круга наспрам темена B и праве AB. Дакле, kb jе-
сте споља уписани круг наспрам темена B, а kc jесте споља уписани круг
наспрам темена C. ПК су полупречници кругова kb, kc подударни редом
дужима ρb, ρc, па су полупречници споља уписаних кругова наспрам те-
мена B,C троугла △ABC редом подударни датим дужима ρb, ρc.

На основу Великог задатка следи да jе RbRc = BC, а како jе ПК
RbRc = a, следи да jе BC = a.

Дискусиjа: Кругове kb, kc jе увек могуће конструисати и пошто има-
jу заjедничку унутрашњу тангенту RbRc коjа их не додируjе у истоj
тачки, следи да имаjу и другу заjедничку унутрашњу тангенту, као и
две заjедничке спољашње тангенте. Од њих тачно jедна испуњава услов
B(B,Rc, Rb). Дакле, конструкциjа троугла △ABC jе увек могућа.

Према томе, за било коjе дужи a, ρb, ρc постоjи jединствено решење
до на подударност.
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10) α, ρ, ρa

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Тада
jе ∡BAC = α, полупречник уписаног круга jе подударан дужи ρ и полу-
пречник споља уписаног круга наспрам темена A jе подударан дужи ρa.

A

B
C

SR

Sa

Ra

Нека су S, Sa редом центар уписаног круга k и центар споља уписаног
круга ka наспрам темена A и нека су R,Ra подножjа нормала из тачака
S, Sa на правоj AB. Тачке S, Sa припадаjу бисектриси угла ∡BAC (по-
луправоj!), а како су R,Ra редом додирне тачке кругова k, ka и праве
AB, следи да jе SR = ρ и SaRa = ρa. Према томе, тачка S се налази
на растоjању ρ од праве AB, а тачка Sa се налази на растоjању ρa од
праве AB. Права BC jе заjедничка тангента кругова k, ka, а како важи
k, ka ÷BC, у питању jе заjедничка унутрашња тангента тих кругова.
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Конструкциjа:

A

B
C

p s

SR

Sa

Ra q

Конструишимо угао ∡pAq = α. Конструишимо бисектрису As (полу-
праву!) угла ∡pAq. Конструишимо праву a коjа jе паралелна са краком
Ap угла ∡pAq, налази се на растоjању ρ од њега и налази се с оне стра-
не праве одређене краком Ap с коjе се налазе крак (полуправа) Aq и
бисектриса As угла ∡pAq. Пресечну тачку праве a и бисекрисе As озна-
чимо са S. Конструишимо праву b коjа jе паралелна са краком Ap угла
∡pAq, налази се на растоjању ρa од њега и налази се с оне стране праве
одређене краком Ap с коjе се налазе крак (полуправа) Aq и бисектриса
As угла ∡pAq. Пресечну тачку праве b и бисекрисе As означимо са Sa
тако да важи B(A, S, Sa). Конструишимо кругове k(S, ρ) и ka(Sa, ρa) и
конструишимо њихову заjедничку унутрашњу тангенту t. Пресечну та-
чку тангенте t и крака Ap угла ∡pAq означимо са B, а пресечну тачку
тангенте t и крака Aq означимо са C.

Доказ: Треба доказати да jе ∡BAC = α, да jе полупречник уписаног
круга троугла △ABC подударан дужи ρ и да jе полупречник споља упи-
саног круга наспрам темена A троугла △ABC подударан дужи ρa.

ПК тачка B припада краку Ap, а тачка C краку Aq угла ∡pAq коjи
jе ПК подударан углу α, па следи да jе ∡BAC = ∡pAq = α.

Центри S, Sa кругова k, ka су на бисектриси As угла ∡BAC = ∡pAq

и налазе се редом на растоjањима ρ, ρa од крака Ap, тj. крака AB, па
како су им полупречници редом подударни дужима ρ, ρa, следи да они
додируjу краке Ap,Aq (тj. AB,AC) угла ∡pAq = ∡BAC. ПК jе права
BC заjедничка унутрашња тангента кругова k, ka, па jе jедан од тих
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кругова уписани, а други споља уписани круг наспрам темена A троугла
△ABC. С обзиром на то да ПК важи B(A, S, Sa), следи да jе k(S, ρ)
уписани, а ka(Sa, ρa) споља уписани круг наспрам темена A. Коначно
следи и да jе полупречник уписаног круга троугла △ABC подударан
дужи ρ и да jе полупречник споља уписаног круга коjи додируjе страницу
BC подударан дужи ρa.

A

B
C

p s

SR

Sa

Ra q

Дискусиjа: Ако jе α ≥ π, не постоjи троугао △ABC чиjи jе то унутра-
шњи угао, па задатак нема решења.

Нека су R,Ra подножjа нормала из тачака S, Sa редом на краку Ap.
Тада према Талесовоj теореми следи AS

ASa
= SR

SaRa
, а како се тачке S, Sa

налазе редом на растоjањима ρ, ρa од крака Ap, следи да jе SR = ρ и
SaRa = ρa, па jе AS

ASa
= ρ

ρa
. Да би важио распоред тачака B(A, S, Sa), мора

важити AS < ASa, тj. AS
ASa

< 1, а то важи ако и само ако важи ρ

ρa
< 1,

тj. ρ < ρa. Кругови k, ka имаjу заjедничких унутрашњих тангенти ако и
само ако важи SSa ≥ ρ+ ρa. Из правоуглих троуглова △ASR и △ASaRa

добиjамо да jе sin α
2

= sin∡RAS = RS
AS

и sin α
2

= sin∡RaASa = RaSa

ASa
,

па важи AS = RS
sin α

2

= ρ

sin α
2

и ASa = RaSa

sin α
2

= ρa
sin α

2

. Према томе, важи

SSa = ASa−AS = ρa
sin α

2

− ρ

sin α
2

= ρa−ρ
sin α

2

, па jе ρa−ρ
sin α

2

≥ ρ+ ρa услов постоjања

заjедничких унутрашњих тангенти.
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A

B C

S

Sa

P Pa

Ако важи ρa−ρ
sin α

2

= ρ + ρa, онда се кругови k, ka додируjу и постоjи

jединствена заjедничка унутрашња тангента кругова k, ka, па постоjи
jединствено решење до на подударност.

A

B
C

p s

SR

P

Sa

Ra

Pa

q

C ′

B′

P ′

P ′

a

Ако jе ρa−ρ
sin α

2

> ρ + ρa, онда се кругови k, ka не додуруjу и имаjу две

разне заjедничке тангенте, па постоjе два неподударна решења.
Дакле, ако jе α < π, ρ < ρa и ρa−ρ

sin α
2

= ρ+ ρa, онда постоjи jединствено
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решење до на подударност. Ако jе α < π, ρ < ρa и ρa−ρ
sin α

2

> ρ + ρa, онда

постоjе два неподударна решења. У осталим случаjевима, задатак нема
решења.

11) b− c, ha, ρ

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка. Нека
jе A′ подножjе висине из темена A, S центар уписаног круга и P додирна
тачка уписаног круга и странице BC. Тада важи AB < AC и AC−AB =
b− c, AA′ = ha и SP = ρ.

A

B CA′

S

P

P ′

Pa

Нека су P ′, Pa тачке из Великог задатка. На основу Великог задатка
важи B(B,P, Pa, C), PPa = b − c и тачке A,P ′, Pa су колинеарне. Тачка
S jе средиште дужи P ′P , па jе P ′P = P ′S + SP = 2SP = 2ρ. У троуглу
△P ′PPa je P ′P = 2ρ, ∡P ′PPa =

π
2

и PPa = b− c, па таj троугао умемо да
конструишемо. Тачка A припада правоj P ′Pa, налази се на растоjању ha
од праве BC, тj. од праве PPa и важи B(A,P ′, Pa). Тачке B,C припадаjу
правоj PPa и тангентама уписаног круга k(S, SP ) из тачке A, тако да
важи распоред B(B,P, Pa, C).

Конструкциjа: Конструишимо троугао △P ′PPa такав да jе P ′P = 2ρ,
∡P ′PPa =

π
2

и PPa = b−c. Означимо са S средиште дужи P ′P и констру-
ишимо круг k(S, SP ). Конструишимо праву p коjа jе паралелна са правом
PPa и налази се на растоjању ha од ње, такву да важи p, S, P ′ −.. PPa. У
пресеку правих p и P ′Pa означимо тачку A тако да важи B(A,P ′, Pa).
Конструишимо тангенте круга k из тачке A. У пресеку тих тангенти и
праве PPa означимо тачке B,C тако да важи B(B,P, Pa, C).

Доказ: Треба доказати да jе AB < AC и AC −AB = b− c, да jе висина
из темена A подударна дужи ha и да jе полупречник уписаног круга
троугла △ABC подударан дужи ρ.

Тачка S jе средиште дужи P ′P коjа jе ПК подударна дужи 2ρ, па
следи да jе SP = 1

2
P ′P = 1

2
2ρ = ρ. Како jе по конструкциjи P ′P ⊥ PPa,

следи да jе права PPa нормална на полупречнику SP круга k(S, SP ),
па jе она тангента круга k у тачки P . ПК важи B(B,P, Pa, C), па праву
PPa можемо означавати и са BC. Дакле, права BC jе тангента круга k и
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додируjе jе у тачки P коjа ПК припада дужи BC. Такође, праве AB,AC
су ПК тангенте круга k, па следи да jе круг k или уписани круг или
споља уписани круг наспрам темена A троугла △ABC. Како ПК важи
A, S−.. PPa, тj. A, S−.. BC, следи да jе у питању уписани круг, па jе његов
полупречник подударан дужи ρ.

A

B CA′

S

P

P ′

Pa

Дакле, P jе додирна тачка уписаног круга и странице BC, а како jе
ПК тачка S средиште дужи P ′P , следи да jе тачка P ′ диjаметрално су-
протна тачки P . На основу Великог задатка, став 1), следи да су теме A,
тачка P ′ и додирна тачка странице BC и споља уписаног круга троугла
△ABC наспрам темена A колинеарне и да су тим редом распоређене
на правоj коjа их садржи. Како jе пресечна тачка праве AP ′ и странице
BC тачка Pa, следи да jе тачка Pa додирна тачка странице BC и споља
уписаног круга наспрам темена A. Ако jе s полуобим троугла △ABC, на
основу Великог задатка следи да jе BP = s−AC и BPa = s−AB, па због
распореда B(B,P, Pa, C) следи да jе BP < BPa, односно s−AC < s−AB,
па jе AB < AC. На основу Великог задатке jе онда PPa = AC − AB, а
како jе ПК PPa = b− c, следи да jе AC − AB = b− c.

Тачка A припада правоj p коjа jе паралелна са правом PPa, тj. правом
BC и налази се на растоjању ha од ње, па ако означимо са A′ подножjе
висине из темена A троугла △ABC, следи да jе AA′ = ha.

Дискусиjа: Да би важио услов B(A,P ′, Pa), мора бити ha > 2ρ, jер пра-
ве коjе су паралелне са PPa и налазе се на растоjању мањем од 2ρ секу
дуж PaP

′, а права коjа се налази на растоjању 2ρ сече праву PaP
′ у тачки

P ′. Ако важи таj услов, важи и да тачка A припада спољашњости круга
k(S, SP ), jер права p (коjа jе паралелна са PPa и налази се на растоjању
ha(> 2ρ) од ње) нема заjедничких тачака са кругом k, па постоjе две
тангенте круга k из тачке A. Такође, ако важи услов B(A,P, P ′

a), те тан-
генте секу праву PPa тако да се тачке P, Pa налазе између тих пресечних
тачака, па услов B(B,P, Pa, C) служи томе да се jединствено одреди коjа
jе од тих пресечних тачака тачка B, а коjа jе тачка C.

Дакле, ако важи ha > 2ρ, постоjи jединствено решење до на подудар-
ност, а ако важи ha ≤ 2ρ, задатак нема решења.
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2. Конструисати троугао ABC ако су дати теме A, ортоцентар H и цен-
тар описаног круга O тог троугла.

Решење:

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка, тj. нека
се његово теме A поклапа с датом тачком A, нека се његов ортоцентар
поклапа с датом тачком H и нека се центар његовог описаног круга
поклапа са тачком O.

A

B CA1A′

B′

H

O

H1

Нека jе A1 средиште странице BC троугла △ABC и нека jе H1 тачка
симетрична ортоцентру H у односу на тачку A1. У 3. задатку из области
Подударност смо доказали да jе тада тачка H1 симетрична темену A у
односу на центар O описаног круга троугла △ABC. Приметимо да ако
се тачке A,H поклапаjу, тj. ако jе △ABC правоугли с правим углом код
темена A, онда се поклапаjу и тачке O,A1 jер се центар описаног круга
налази на средишту хипотенузе BC, а ако се тачке A,H разликуjу, онда
се разликуjу и тачке O,A1 и имамо да jе права BC нормална на правоj
OA1 у тачки A1.
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Конструкциjа:

H = A

O

H1

A1

B

C

A

H

O

H1

A1B C

Означимо са H1 тачку симетричну тачки A у односу на тачку O, а
затим са A1 средиште дужи HH1. Конструишимо круг l(O,OA). Ако
се тачке O,A1 поклапаjу, онда конструишимо произвољну праву p коjа
садржи O и различита jе од праве OA и означимо са B,C пресечне тачке
те праве и круга l, а ако се тачке O,A1 разликуjу, онда конструишимо
праву p коjа jе нормална на OA1 у тачки A1 и не садржи тачку A и
означимо са B,C пресечне тачке те праве и круга l.

Доказ: Треба доказати да jе тачка A jедно теме троугла △ABC, да jе
тачка H ортоцентар тог троугла и да jе тачка O центар његовог описаног
круга. Очигледно jе испуњено да jе тачка A теме троугла △ABC.

ПК се тачке B,C разликуjу и припадаjу правоj p коjа не садржи тачку
A, па су A,B,C три неколинеарне тачке. Такође, оне ПК припадаjу кругу
l, па jе l описани круг троугла △ABC, а како jе O његов центар, следи
да jе O центар описаног круга троугла △ABC.

Из претходног закључка следи да jе OB = OC. Ако се тачке O,A1

поклапаjу, онда тачка O припада страници BC, па због OB = OC за-
кључуjемо да jе O (тj. A1) средиште странице BC. Ако се тачке O,A1

разликуjу, онда jе по конструкциjи OA1 ⊥ BC, па како O припада си-
метрали странице BC (jер важи OB = OC), следи да jе OA1 симетрала
странице BC. ПК тачка A1 припада страници BC, па следи да jе она
њено средиште. ПК je тачка H1 симетрична темену A у односу на центар
описаног круга, а у 3. задатку из области Подударност доказали смо да
jе тачка симетрична ортоцентру у односу на средиште странице BC си-
метрична и темену A у односу на центар описаног круга троугла △ABC.
Следи да jе тачка H1 симетрична ортоцентру у односу на средиште A1

дужи BC, а самим тим и да jе ортоцентар симетричан тачки H1 у одно-
су на тачку A1. ПК jе A1 средиште дужи HH1, па следи да jе тачка H
симетрична тачки H1 у односу на средиште A1 странице BC, што значи
да jе тачка H ортоцентар троугла △ABC.
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Дискусиjа: Ако се тачке A,O поклапаjу, задатак нема решења, jер се
темена сваког троугла разликуjу од центра његовог описаног круга (а
тада такође не постоjи круг l(O,OA)). Нека су тачке A,O различите.
Морамо обезбедити да права p коjу конструишемо кроз тачку A1 сече
круг l у двема тачкама и да не садржи тачку A. Ако се тачке O,A1

поклапаjу, онда смо ту праву конструисали произвољно тако да се раз-
ликуjе од праве OA. Свака права коjа пролази кроз тачку O сече круг l
у двема тачкама и само права OA садржи тачку A. Дакле, тада постоjи
бесконачно много решења.

H = A

O

H1

A1

B

C

A

H

O

H1

A1B C

Нека се тачке O,A1 разликуjу. Тачка O jе средиште дужи AH1, а
тачка A1 jе средиште дужи HH1. Ако су тачке A,H,H1 неколинеарне
(тj. ако постоjи троугао △AHH1), онда jе OA1 његова средња линиjа и
важи OA1 ‖ AH и OA1 =

AH
2

. Ако су тачке A,H,H1 колинеарне, онда jе
−→
AO =

−−→
OH1 и

−−→
HA1 =

−−−→
A1H1 (jер су O,A1 редом средишта дужи AH1, HH1),

па следи да jе
−−→
AH =

−→
AO +

−−→
OH =

−−→
OH1 +

−−→
OH =

−−→
OA1 +

−−−→
A1H1 +

−−→
OH =−−→

OA1 +
−−→
HA1 +

−−→
OH =

−−→
OA1 +

−−→
OA1 = 2

−−→
OA1. Следи да jе AH = ‖−−→AH‖ =

‖2−−→OA1‖ = 2‖−−→OA1‖ = 2OA1.
Да би права p коjа садржи A1 и нормална jе на OA1 секла круг

l(O,OA) у двема тачкама, тачка A1 мора припадати унутрашњости кру-
га l, тj. мора бити OA1 < OA. Дакле, добиjамо услов 1

2
AH < OA, тj.

AH < 2OA. У случаjу да права p садржи тачку A, нема решења, а у
осталим случаjевима постоjе два решења, jер имамо избор коjу ћемо од
пресечних тачака праве p и круга l обележити са B, а коjу са C. Ако су
тачке A,H,O колинеарне, онда jе троугао △ABC jеднакокраки с врхом
A, па заменом ознака теменима B,C добиjамо подударна решења, а ако
тачке A,H,O нису колинеарне, онда заменом ознака теменима B,C не
добиjамо подударна решења.

Дакле, ако се тачке O,A разликуjу, а тачке A,H поклапаjу, посто-
jи бесконачно много решења. Ако се тачке O,A разликуjу, као и тачке
A,H, ако су A,H,O колинеарне и важи AH < 2OA, постоjе два међу-
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собно подударна решења. Ако се тачке O,A и A,H разликуjу, A,H,O
нису колинеарне, угао ∡HAO ниjе туп и важи AH < 2OA, онда постоjе
два неподударна решења. Ако се тачке O,A и A,H разликуjу, A,H,O
нису колинеарне и права p не садржи тачку A, постоjе два неподударна
решења. У свим осталим случаjевима, задатак нема решења.

3. Дате су тачке A1, S, F . Конструисати троугао ABC ако jе A1 средиште
BC, S центар уписаног круга, а F пресек симетрале спољашњег угла у
темену A и праве BC.

Решење:

Анализа: Нека jе △ABC троугао коjи испуњава услове задатка, тj. нека
jе тачка A1 средиште странице BC, тачка S центар његовог уписаног
круга и F пресечна тачка бисектрисе спољашњег угла код темена A и
праве коjа садржи страницу BC.

A

B CA1F

S

P

P ′

Pa

Нека су P, P ′, Pa тачке из Великог задатка. Тачка P jе подножjе нор-
мале из тачке S на страници BC, а самим тим и на правоj FA1. На
основу Великог задатка jе тачка Pa симетрична тачки P у односу на тач-
ку A1, а тачка P ′ jоj jе симетрична у односу на тачку S. Полуправа AS
jе бисектриса унутрашњег, а полуправа AF бисектриса спољашњег угла
код темена A, што значи да jе угао ∡FAS прав. Према томе, тачка A

припада кругу над пречником FS. Такође, на основу Великог задатка
важи B(A,P ′, Pa), па тачка A припада правоj PaP

′. Следи да она припа-
да пресеку круга над пречником FS и праве PaP

′. Праве AB и AC су
тангенте уписаног круга k(S, SP ) и тачке B,C припадаjу правоj FA1.
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Конструкциjа:

F A1

S

P Pa

P ′

A

A′

B CB′ C ′

Конструишимо праву FA1. Означимо подножjе нормале из тачке S
на правоj FA1 са P , а затим тачке симетричне тачки P редом у односу на
тачке A1, S означимо са Pa, P

′. Конструишимо круг над пречником FS

и његов пресек с правом PaP
′ означимо са A тако да важи B(A,P ′, Pa).

Конструишимо тангенте круга k(S, SP ) из тачке A и њихове пресеке с
правом FA1 означимо са B,C тако да важи B(B,P,C).

Доказ: Треба доказати да jе тачка A1 средиште странице BC троугла
△ABC, да jе тачка S центар његовог уписаног круга и да jе F пресечна
тачка бисектрисе спољашњег угла код темена A и праве BC.

ПК jе полупречник SP круга k(S, SP ) нормалан на правоj FA1, тj.
на правоj BC, па следи да jе права BC тангента круга k. Такође, праве
AB и AC су ПК тангенте круга k, а како ПК важи B(B,P,C), следи да
jе k уписани круг или споља уписани круг наспрам темена A троугла
△ABC. Пошто ПК важи B(A,P ′, Pa), следи A,P ′ −.. BC, а пошто jе S
средиште PP ′, следи B(P, S, P ′), па jе P ′, S−.. BC. Следи A, S−.. BC, па
jе k уписани круг троугла △ABC, што значи да jе његов центар S центар
уписаног круга троугла △ABC.

Из чињеница да jе тачка P додирна тачка уписаног круга и странице
BC, ПК тачка P ′ симетрична тачки P у односу центар уписаног круга S,
B(A,P ′, Pa) и да Pa припада правоj BC, на основу Великог задатка следи
да jе тачка Pa додирна тачка споља уписаног круга наспрам темена A

и странице BC. Како jе на основу Великог задатка средиште дужи BC

уjедно и средиште дужи PPa, а ПК jе A1 средиште дужи PPa, следи да
jе тачка A1 средиште дужи BC.

Пошто jе S центар уписаног круга троугла △ABC, следи да jе по-
луправа AS бисектриса унутрашњег угла код темена A. ПК тачка A

припада кругу над пречником FS, па jе угао ∡FAS прав. Дакле, по-
луправа AF jе бисектриса спољашњег угла, па како тачка F припада
правоj BC, следи да jе она пресечна тачка бисектрисе спољашњег угла
код темена A троугла △ABC и праве коjа садржи страницу BC.
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Дискусиjа: Центар уписаног круга троугла △ABC припада његовоj
унутрашњости, па следи да не припада правоj BC, а самим тим ни пра-
воj FA1. Дакле, тачке F,A1, S мораjу бити неколинеарне, иначе задатак
нема решења.

A

B CA1F E

S

P Pa

Нека jе E пресечна тачка бисектрисе унутрашњег угла код темена A
троугла △ABC и странице BC. Без обзира на то да ли важи B(F,B,C)
или B(F,C,B), важи B(F, P,E,A1, Pa). Троугао △FAS jе правоугли с
правим углом код темена A, па jе угао ∡FSA оштар. Због B(A, S,E)
следи да jе угао ∡FSE туп. Из B(F,E,A1) следи да jе ∡FSA1 > ∡FSE,
па jе и угао ∡FSA1 туп. Дакле, да би постоjало решење, тачке F,A1, S

мораjу бити такве да jе угао ∡FSA1 туп. Такође, тачке F, S,A1 мораjу
бити такве да круг над пречником FS и полуправа PaP

′ имаjу заjедни-
чких тачака. У том случаjу се било коjа од пресечних тачака полуправе
PaP

′ и круга над пречником FS може означити са A и биће испуњен
услов B(A,P ′, Pa). Тачка A припада спољашњости круга k(S, SP ), што
значи да постоjе две тангенте круга k из тачке A и оне секу праву FA1

са разних страна тачке P . Било коjа од тих тачака се може означити са
B, а онда се са C означава пресечна тачка друге тангенте и праве FA1.

F A1

S

P Pa

P ′

A

A′

B CB′ C ′

Према томе, ако су тачке F,A1, S неколинеарне такве да jе угао ∡FSA1

туп и круг над пречником FS сече полуправу PaP
′ у двема тачкама, за-

датак има четири неподударна решења, а ако се таj круг и полуправа
PaP

′ додируjу, задатак има два неподударна решења. У свим осталим
случаjевима задатак нема решења.
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4 Инверзиjа

Дефинициjа 23. Нека jе k(O, r) круг неке равни α. Инверзиjа у односу
на круг k jе пресликавање ψk : α \ {O} −→ α \ {O} коjе тачку A слика у
тачку A′ полуправе OA такву да важи OA ·OA′ = r2.

O A A′

Важно jе нагласити да тачка O не припада ни домену ни кодомену
пресликавања ψk.

Особине овог пресликавања су:

• ψk jе инволуциjа, односно ψ2
k = Id;

Инверзиjа jе очигледно инволуциjа, тj. ψ2
k = Id, jер ако jе A′ слика

тачке A, онда A′ припада полуправоj OA и важи OA · OA′ = r2, па
следи да тачка A припада полуправоj OA′ и важи OA′ · OA = r2,
што по дефинициjи значи да jе ψk(A

′) = A. Према томе, инверзиjа jе
биjекциjа и инволуциjа.

• тачка A се слика у себе ако и само ако припада кругу k;

Ако тачка A припада кругу k, онда jе OA ·OA = r2, па како A припада
полуправоj OA, следи да jе ψk(A) = A. Обрнуто, ако jе ψk(A) = A, онда
jе OA ·OA = r2, тj. OA = r, па A припада кругу k.

• тачке из унутрашњости круга k, различите од тачке O, сликаjу се у
тачке из спољашњости круга k и обрнуто;

Помоћна конструкциjа слике тачке при инверзиjи:

O A

T

A′
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Нека jе A тачка у унутрашњости круга k различита од тачке O. Кон-
струишимо полуправу OA и нормалу n на тоj полуправоj у тачки A.
Jедну од пресечних тачака нормале n и круга k означимо са T и кон-
струишимо тангенту круга k у тачки T (нормалу на OT у тачки T )
и са A′ означимо њен пресек с полуправом OA. Троуглови △OTA и
△OA′T су слични jер jе ∡TOA = ∡A′OT и ∡OAT = π

2
= ∡OTA′, па jе

OA
OT

= OT
OA′

, односно OA ·OA′ = OT ·OT = r2. Према томе, ψk(A) = A′.

O A′

T

A

Ако jе A тачка у спољашњости круга k, онда конструишимо прои-
звољну тангенту круга k из те тачке, означимо додирну тачку са T и
конструишимо нормалу n на полуправоj OA коjа садржи тачку T и
означимо подножjе те нормале са A′. На исти начин као малопре се
добиjа да jе ψk(A) = A′.

Према томе, овим смо доказали да се тачке из унутрашњости круга k,
различите од O, сликаjу у његову спољашњост и обрнуто. Такође, та-
чке круга k се сликаjу у себе и све тачке коjе се сликаjу у себе припадаjу
кругу k.

• ако jе ψk(A) = A′ и ако jе PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′

колинеарне, онда важи H(P,Q;A,A′);

P QO A A′

Нека jе A произвољна тачка различита од O, A′ = ψk(A) и нека je
PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′ колинеарне. Тада jе O

средиште дужи PQ, а пошто A′ припада полуправоj OA, следи да ниjе

B(A,O,A′), па по дефинициjи 17 следи да jе
−→
OA · −−→OA′ = OA · OA′ =

r2 = OP 2. На основу задатка 2.11 следи да важи H(P,Q;A,A′).

134



• ако права p садржи тачку O, онда се p \ {O} слика у p \ {O};

• ако права p не садржи тачку O, онда се p слика у l \ {O}, где jе l круг
коjи садржи O;

• ако круг l садржи тачку O, онда се l \ {O} слика у праву p коjа не
садржи O;

• ако круг l не садржи тачку O, онда се l слика у круг l1 коjи такође не
садржи O, при чему се центар круга l не слика у центар круга l1;

На следећим сликама видимо како се инверзиjом сликаваjу праве и
кругови у зависности од тога да ли садрже тачку O. Такође, видимо
да ако jе ψk(l) = l1, онда се центар круга l не слика у центар круга l1.

O O

O X

T

ψk(X) X ′
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• ако jе A′ = ψk(A) и B′ = ψk(B), онда jе A′B′ = r2

OA·OBAB;

O

A

B

A′

B′

Нека су A,B две разне тачке и A′ = ψk(A), B
′ = ψk(B). Троуглови

△OAB и △OB′A′ су слични jер имаjу заjеднички угао код темена O и
из OA ·OA′ = OB ·OB′ следи да jе OA : OB′ = OB : OA′. Према томе,
OA : OB′ = AB : B′A′, тj. A′B′ = OB′

OA
AB = OB·OB′

OA·OB AB = r2

OA·OBAB.

• ψk чува углове између кривих.

Угао између двеjу кривих коjе се секу jе угао између њихових тангенти
у пресечноj тачки, при чему jе права сама себи тангента у произвољ-
ноj тачки. Пошто инверзиjа чува углове, угао између тангенти двеjу
кривих у њиховоj пресечноj тачки jеднак jе углу између тангенти сли-
ка тих кривих при инверзиjи ψk у њиховоj пресечноj тачки. Пошто се
инверзиjом праве и кругови сликаjу у праве и кругове, инверзиjа чу-
ва углове између правих и кругова. Пресликавања коjа чуваjу углове
називамо конформним пресликавањима.

1. Ако се кругови k1 и k2 додируjу у центру инверзиjе, тада се инверзиjом
сликаjу у две паралелне праве. Доказати.

Решење:

O
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Нека jе k(O, r) круг инверзиjе (дакле, O jе центар инверзиjе) и нека
су k1, k2 кругови такви да jе k1 ∩ k2 = {O}. Пошто садржи центар инвер-
зиjе, кад кажемо да се круг k1 слика у праву k′1 коjа не садржи центар
инверзиjе, морамо имати у виду да слика тачке O ниjе дефинисана, па
се формално скуп k1 \ {O} слика у праву k′1, тj. важи ψk(k1 \ {O}) = k′1.
Слично и за круг k2 важи ψk(k2 \ {O}) = k′2, где jе k′2 права коjа не
садржи центар инверзиjе. Према томе, како jе ψk биjекциjа, важи

k′1 ∩ k′2 = ψk(k1 \ {O}) ∩ ψk(k2 \ {O}) = ψk((k1 \ {O}) ∩ (k2 \ {O}))
= ψk((k1 ∩ k2) \ {O}) = ∅.

Дакле, праве k′1 и k′2 немаjу заjедничких тачака, па су паралелне, што jе
и требало доказати.

2. Нека се инверзиjом ψk тачка A коjа не припада кругу k слика у A′ и
нека jе l произвољан круг коjи садржи A и A′. Доказати да jе l ⊥ k.

У решењу овог задатка користићемо 11. и 14. задатак из области
Сличност. Подсетимо се њихових поставки.
11. Ако су A,B,C,D разне колинеарне тачке, а O средиште дужи AB,

тада важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ AO2 =
−→
OC · −−→OD.

14. Нека су A,B,C,D колинеарне тачке такве да важи B(A,C,B,D) и
нека jе k круг над пречником AB и l било коjи круг коjи садржи тачке
C,D. Доказати да важи H(A,B;C,D) ⇐⇒ k ⊥ l.

Решење:

OP QA A′

Нека jе PQ пречник круга k такав да су P,Q,A,A′ колинеарне. Тада

jе O средиште дужи PQ и важи
−→
OA · −−→OA′ = r2 = PO2, па на основу 11.

задатка из области Сличност важи H(P,Q;A,A′). Дуж PQ jе пречник
круга k, круг l садржи тачке A,A′ и важи H(P,Q;A,A′), па на основу
14. задатка из области Сличност следи да jе k ⊥ l, што jе и требало
доказати.
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3. Нека jе O центар описаног круга l троугла ABC. Ако су B′ и C ′ тачке
полуправих AB и AC такве да jе AB · AB′ = AC · AC ′ доказати да jе
OA ⊥ B′C ′.

Решење:
A

B
C

O

B′

C ′

Нека jе k(A, ρ) круг с центром у тачки A чиjи jе полупречник ρ jеднак√
AB · AB′. Тада jе B′ = ψk(B) и C ′ = ψk(C). Описани круг l садржи

тачку A, па се инверзиjом ψk слика у праву B′C ′ (тачниjе, ψk(l \ {A}) =
B′C ′). Такође, права AO садржи тачку A, па се инверзиjом ψk слика у
себе (тачниjе, ψk(AO\{A}) = AO\{A}). Права AO и круг l су међусобно
нормални, jер права AO садржи центар O круга l. Пошто инверзиjа чува
углове, следи да су слике праве AO и круга l међусобно нормални, тj. да
jе AO ⊥ B′C ′, што jе и требало доказати.
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4. Нека jе ABPQ нететивни четвороугао. Доказати да jе угао између
кругова описаних око троуглова ABP и ABQ jеднак углу између кругова
описаних око троуглова PQA и PQB.

Решење:

A B

P

Q
k1

k2

l1

l2

Означимо кругове описане око троуглова △ABP,△ABQ редом са
k1, k2, а кругове описане око троуглова △PQA,△PQB редом са l1, l2.
Много jе лакше наћи угао између правих него између кругова. Инверзиjа
чува углове и одређене кругове слика у праве, па jе пожељно применити
неку инверзиjу и пресликати што већи броj кругова у праве. Центар
инверзиjе одаберимо тако да припада наjвећем броjу кругова. Пошто све
четири тачке A,B, P,Q припадаjу по трима круговима, одаберимо било
коjу од њих за центар инверзиjе, нпр. тачку A.

A
B′

P ′

Q′

k′
1

k′
2

l′
1

l′
2

Дакле, нека jе k(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и не-
ка су тачке B′, P ′, Q′ дате са B′ = ψk(B), P ′ = ψk(P ), Q

′ = ψk(Q), праве
k′1, k

′
2, l

′
1 дате са k′1 = ψk(k1\{A}), k′2 = ψk(k2\{A}), l′1 = ψk(l1\{A}) и нека

jе круг l′2 дат са l′2 = ψk(l2). Знамо да l2 круг не садржи тачку A (ако би
jе садржао онда би четвороугао ABPQ био тетиван што jе у супротности
да претпоставком задатка да jе ABPQ нететиван четвороугао), те се он
слика у круг l′2 коjи не садржи тачку A. Круг k1 садржи тачке B,P , па
jе k′1 = B′P ′. Слично, k′2 = B′Q′ и l′1 = P ′Q′, а како круг l2 садржи тачке
B,P,Q, следи да круг l′2 садржи тачке B′, P ′, Q′. Угао између праве l′1
и круга l′2 jеднак jе оштром углу између тетиве P ′Q′ и тангенте круга
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l′2 у некоj од тачака P ′, Q′ (подударни су), а таj угао jе подударан пери-
фериjском углу над тетивом P ′Q′, тj. углу ∡P ′B′Q′, што jе угао између
правих k′1, k

′
2. Инверзиjа чува углове, па следи да jе угао између кругова

l1, l2 подударан углу између кругова k1, k2, што jе и требало доказати.

5. Нека се кругови k1, k2, k3 међусобно додируjу у тачкама P,Q,R. Дока-
зати да jе круг описан око троугла PQR ортогоналан на сва три круга.

Решење:

P

R Q

Нека jе k1 ∩ k2 = {P}, k2 ∩ k3 = {Q}, k3 ∩ k1 = {R}. Означимо круг
описан око троугла △PQR са l. Кроз сваку од тачака P,Q,R пролазе по
три од четири дата круга, па jе свеjедно коjу ћемо одабрати за центар
инверзиjе. Одаберимо нпр. тачку P .

P

Q′

R′

O3

Нека jе k(P, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су тачке
Q′, R′ дате са Q′ = ψk(Q), R

′ = ψk(R), нека су праве k′1, k
′
2, l

′ дате са
k′1 = ψk(k1 \ {P}), k′2 = ψk(k2 \ {P}), l′ = ψk(l \ {P}) и нека jе круг k′3 дат
са k′3 = ψk(k3). Кругови k1, k2 се додируjу у центру инверзиjе P , па на
основу 1. задатка следи да jе k′1 ‖ k′2, а такође кругови k1, k2 додируjу
круг k3 редом у тачкама R,Q, па су k′1, k

′
2 тангенте круга k′3 редом у

тачкама R′, Q′. Према томе, ако jе O3 центар круга k′3, онда jе O3R
′ ⊥ k′1

и O3Q
′ ⊥ k′2. Због k′1 ‖ k′2, следи да jе O3R

′ ‖ O3Q
′, па следи да су тачке

O3, Q
′, R′ колинеарне. Круг l садржи тачке P,Q,R, па jе права Q′R′ слика

круга l, односно права l′. Дакле, права l′ jе нормална на k′1, k
′
2 и садржи

центар круга k′3, па jе нормална и на k′3. Инверзиjа чува углове, па следи
да jе l ⊥ k1, k2, k3, што jе и требало доказати.
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6. Кругови k1, k2, k3 су међусобно ортогонални, при чему се k1 и k2 секу
у тачкама A и B, k2 и k3 у тачкама C и D, k3 и k1 у тачкама E и F .
Доказати да се кругови описани око троуглова ACE и ADF додируjу у
тачки A.

Решење:

A

B
C

D

E

F

k1

k2

k3

Нека су l1, l2 кругови описани око троуглова △ACE,△ADF . Тачка
A припада свим круговима осим кругу k3, па одаберимо њу за центар
инверзиjе.

Нека jе k(A, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су тачке
B′, C ′, D′, E ′, F ′ дате са B′ = ψk(B), C ′ = ψk(C), D

′ = ψk(D), E ′ = ψk(E),
F ′ = ψk(F ), нека су праве k′1, k

′
2, l

′
1, l

′
2 дате са k′1 = ψk(k1 \ {A}), k′2 =

ψk(k2 \ {A}), l′1 = ψk(l1 \ {A}), l2 = ψk(l2 \ {A}) и нека jе круг k′3 дат са
k′3 = ψk(k3). Инверзиjа чува углове, па следи да су праве k′1, k

′
2 међусобно

управне у тачки B′ и управне на кругу k′3, тj. садрже његов центар. Према
томе, тачка B′ je центар круга k′3. Кругови k1, k3 имаjу заjедничке тачке
E,F , па следи да се права k′1 и круг k′3 секу у тачкама E ′, F ′. Слично,
права k′2 и круг k′3 се секу у тачкама C ′, D′. Круг l1 садржи тачке A,C,E,
а круг l2 тачке A,D, F , па jе l′1 = C ′E ′ и l′2 = D′F ′.

A

B′

C ′

D′

E′

F ′

k′
1

k′
2

k′
3

Троуглови △B′C ′E ′ и △B′D′F ′ су jеднакокрако правоугли, па следи
да су углови ∡B′C ′E ′ и ∡B′D′F ′ jеднаки по 45◦, па су и међусобно поду-
дарни. Према томе, следи да су праве C ′E ′ и D′F ′ паралелне, тj. l′1 ‖ l′2.
Како кругови l1 и l2 имаjу заjедничку тачку A, следи да им jе то jедина
заjедничка тачка, тj. да се додируjу у тачки A.
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7. У равни су дата четири круга од коjих сваки додируjе тачно два круга
од преосталих. Доказати да су додирне тачке колинеарне или концикли-
чне.

Решење:

P

S

Q

R
P Q R S

Нека се кругови k1, k2 додируjу у тачки P , нека се кругови k2, k3 до-
дируjу у тачки Q, нека се кругови k3, k4 додируjу у тачки R и нека се
кругови k4, k1 додируjу у тачки S. Треба доказати да су тачке P,Q,R, S
колинеарне или концикличне. Свака од тачака P,Q,R, S заjедничка jе за
по два круга, тако да jе свеjедно коjу ћемо одабрати за центар инверзиjе.
Одаберимо нпр. тачку P .

Нека jе k(P, ρ) круг произвољног полупречника ρ > 0 и нека су та-
чке Q′, R′, S ′ дате са Q′ = ψk(Q), R

′ = ψk(R), S
′ = ψk(S), праве k′1, k

′
2

дате са k′1 = ψk(k1 \ {P}), k′2 = ψk(k2 \ {P}) и кругови k′3, k
′
4 дати са

k′3 = ψk(k3), k
′
4 = ψk(k4). На основу 1. задатка следи да су праве k′1, k

′
2

паралелне, а пошто се k2, k3 додируjу у тачки Q и k1, k4 додируjу у тачки
S, следи да су праве k′1, k

′
2 редом тангенте кругова k4, k3 у тачкама S ′, Q′.

Пошто се кругови k3, k4 додируjу у тачки R, следи да се кругови k′3, k
′
4

додируjу у тачки R′.

P

Q′

R′

S′

O4

O3

k′
1

k′
2

k′
3

k′
4
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Означимо са O3, O4 редом центре кругова k′3, k
′
4. Пошто се они доди-

руjу у тачки R′, следи да су тачке O3, R
′, O4 колинеарне. Према томе, до-

вољно jе доказати да важи ∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, jер ће тада то бити уна-
крсни углови и доказаћемо да су Q′, R′, S ′ колинеарне. Пошто су праве
k′1, k

′
2 редом тангенте кругова k′4, k

′
3 у тачкама S ′, Q′, следи да jе S ′O4 ⊥ k′1

и Q′O3 ⊥ k′2, а пошто су и паралелне, следи да важи S ′O4 ‖ Q′O3. Према
томе, углови ∡S ′O4R

′ и ∡Q′O3R
′ jесу углови с паралелним крацима, па су

подударни, тj. важи ∡S ′O4R
′ = ∡Q′O3R

′. Троуглови △O4S
′R′,△O3Q

′R′

су jеднакокраки и имаjу подударне углове при врху, па следи да имаjу
подударне и остале углове. Специjално, важи ∡S ′R′O4 = ∡Q′R′O3, те су
тачке Q′, R′, S ′ колинеарне.

P

Q′

R′

S′

O4

O3

k′
1

k′
2

k′
3

k′
4

Онда су P,Q,R, S колинеарне или концикличне. Заиста, нека jе p пра-
ва коjа садржи тачке Q′, R′, S ′. Инверзиjа jе инволуциjа, па jе Q = ψk(Q

′),
R = ψk(R

′), S = ψk(S
′). Ако p ∋ P , онда jе ψk(p\{P}) = p\{P}, па следи

да Q,R, S ∈ p, што значи да су P,Q,R, S колинеарне. Ако p 6∋ P , онда jе
ψk(p) = p′ \ {P}, где jе p′ круг коjи садржи тачку P и Q,R, S ∈ p′, што
значи да су P,Q,R, S концикличне.
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